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Fungsi hiperbolik
Fungsi hiperbolik inversi

Fungsi hiperbolik

Kombinasi fungsi eksponensial alami e* dan e™* menghasilkan -
fungsi hiperbolik.
Definisi 1 (Fungsi hiperbolik)
sinhg = &S (1)
2
coshzr = et (2)
2
sinh z
tanhz = 3
aniL coshz (3)
coths — cosh x )
~ sinhz
sechz = ! (5)
T T Coshz
he = (6)
e = sinh x
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Fungsi hiperbolik

Identitas hiperbolik: -
2 f12
cosh”z — sinh®z = 1. (7)
¥ {x = {cosh 7, sinh
\ot
: Titik-titik yang memenuhi
. identitas hiperbolik di atas
. - membentuk kurva hiperbola.
' : = Hal ini mendasari penamaan
\"x fungsi hiperbolik.
\_\\
N
“
A
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Fungsi hiperbolik

FMIPA
v =
¥ =Cosnx
. v = sinh x
1=t
f — f f 1 —— ——
3 2 A I 2 T 32 I z 3k
=
2 ¥
5
gl
v = tanh x
0.5+
f — f f 1
S SRR I ] 3 A 22
031
E a4

Fungsi sinh dan tanh : fungsi ganjil.
Fungsi cosh dan sech : fungsi genap, nilai fungsinya selalu positif.
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Fungsi hiperbolik

Teorema 2 (Turunan fungsi hiperbolik)

Dgsinhz = coshax (8)
D,coshz = sinhz (9)
Dytanhz = sech’z (10)
D,cothz = —csch’z (11)
Dysechez = —sechztanhx (12)
Dycsche = —cschacothz (13)
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Fungsi hiperbolik

6/17

FMIPA

Contoh 3
Tentukanlah D, tanh(cosz).

Dengan menggunakan Aturan Rantai dan Teorema Turunan Fungsi
Hiperbolik, didapat

D, tanh(cosz) = sech?(cosz).D, cosz

= —sinz. sech?(cosz).
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Fungsi hiperbolik

Contoh 4
Tentukanlah ftanh:c dz.

/tanhm dr = /smhx dx
cosh x

1
= h
/coshx d(cosh x)
= In|coshz|+C

= In(coshz) + C.

Perhatikan
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Fungsi hiperbolik

Gambar grafik fungsi f(z) = sinh(z) dan tentukanlah f'(z). —

Dengan GeoGebra:
f(x) = sinh(x)
Derivative(sinh(x))

Dengan Wolfram Mathematica:
Plot[Sinh[x], {x,-3, 3}]
D[Sinh[x],x]

Catatan
Huruf besar dan huruf kecil dibedakan di Wolfram Mathematica.
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Fungsi hiperbolik

_

@ Buktikanlah D, sinhx = cosh x.
@ Tentukanlah D, sinh(z?).

© Tentukanlah D, sinh? .

Q Tentukanlah [ e®sinhe” dz.
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Fungsi hiperbolik inversi

Fungsi hiperbolik dan fungsi inversinya memenuhi hubungan —
berikut.
r = sinh~ly < y=sinhz,
r = cosh™ly & y=coshz, x>0
r = tanh 'y <& y=tanhux,
z = sech™ly < y=sechz, z>0.
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Fungsi hiperbolik

Teorema 5 (Fungsi hiperbolik inversi)

sinh™'2z = In(z+va2+1), (14)

cosh™lz = In(z++Va22-1), z>1 (15)
1.1

tanh 'z — §1n1fi, l<z<1  (16)

sech ™tz = , O0<z<1 (17)

I 1+ V1 — 22
o V-
x
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Fungsi hiperbolik

Teorema 6 (Turunan fungsi hiperbolik inversi)

D,sinh 'z = ———, 18
’ z2+1 (18)
1 1
Dycosh ™z = —, z>1 (19)
x2—1
Dytanh 'z =

Dysech™z = ———, 0<z<1 (21)
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Fungsi hiperbolik

Contoh 7
Tentukanlah D, cosh™!(2? +1).

Dengan menggunakan Aturan Rantai dan Teorema Turunan Fungsi
Hiperbola Inversi,

1

D, cosh™t(z?+1) = CESVES .Dy(z* +1)
- 2z
2+ 1)2-1
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© Buktikanlah sinh ™!z = In(x + V22 + 1).
@ Buktikanlah D, cosh ™ z =

Fungsi hiperbolik

=7 dengan x > 1.

ZL‘ J—
@ Tentukanlah D, In(cosh™ z).
Q Tentukanlah [cosz sinh(sinz) dx.

© Hitunglah luas daerah yang dibatasi kurva y = cosh 2z,
sumbu z, garis vertikal x = —In5 dan x = 1n 5.
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Fungsi hiperbolik

Pustaka -

¥ Varberg, D., Purcell, E., Rigdon, S., Calculus, 9th ed.,
Pearson, 2006.

Catatan
Beberapa gambar dalam materi ini diambil dari pustaka di atas.
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