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Kombinasi fungsi eksponensial alami ex dan e−x menghasilkan
fungsi hiperbolik.

Definisi 1 (Fungsi hiperbolik)

sinhx =
ex − e−x

2
(1)

coshx =
ex + e−x

2
(2)

tanhx =
sinhx

coshx
(3)

cothx =
coshx

sinhx
(4)

sechx =
1

coshx
(5)

cschx =
1

sinhx
(6)
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Identitas hiperbolik:

cosh2 x− sinh2 x = 1. (7)

Titik-titik yang memenuhi
identitas hiperbolik di atas
membentuk kurva hiperbola.
Hal ini mendasari penamaan
fungsi hiperbolik.
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Fungsi sinh dan tanh : fungsi ganjil.
Fungsi cosh dan sech : fungsi genap, nilai fungsinya selalu positif.
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Teorema 2 (Turunan fungsi hiperbolik)

Dx sinhx = coshx (8)

Dx coshx = sinhx (9)

Dx tanhx = sech2 x (10)

Dx cothx = − csch2 x (11)

Dx sechx = − sechx tanhx (12)

Dx cschx = − cschx cothx (13)
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Contoh 3
Tentukanlah Dx tanh(cosx).

Dengan menggunakan Aturan Rantai dan Teorema Turunan Fungsi
Hiperbolik, didapat

Dx tanh(cosx) = sech2(cosx) . Dx cosx

= − sinx . sech2(cosx).
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Contoh 4
Tentukanlah

∫
tanhx dx.

Perhatikan ∫
tanhx dx =

∫
sinhx

coshx
dx

=

∫
1

coshx
d(coshx)

= ln | coshx|+ C

= ln(coshx) + C.
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Gambar grafik fungsi f(x) = sinh(x) dan tentukanlah f ′(x).

Dengan GeoGebra:

f(x) = sinh(x)

Derivative(sinh(x))

Dengan Wolfram Mathematica:

Plot[Sinh[x], {x,-3, 3}]
D[Sinh[x],x]

Catatan
Huruf besar dan huruf kecil dibedakan di Wolfram Mathematica.
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Latihan Mandiri .

1 Buktikanlah Dx sinhx = coshx.

2 Tentukanlah Dx sinh(x
2).

3 Tentukanlah Dx sinh
2 x.

4 Tentukanlah
∫
ex sinh ex dx.
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Fungsi hiperbolik dan fungsi inversinya memenuhi hubungan
berikut.

x = sinh−1 y ⇔ y = sinhx,

x = cosh−1 y ⇔ y = coshx, x ≥ 0

x = tanh−1 y ⇔ y = tanhx,

x = sech−1 y ⇔ y = sechx, x ≥ 0.
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Teorema 5 (Fungsi hiperbolik inversi)

sinh−1 x = ln(x+
√
x2 + 1), (14)

cosh−1 x = ln(x+
√
x2 − 1), x ≥ 1 (15)

tanh−1 x =
1

2
ln

1 + x

1− x
, −1 < x < 1 (16)

sech−1 x = ln
1 +
√
1− x2

x
, 0 < x ≤ 1 (17)
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Teorema 6 (Turunan fungsi hiperbolik inversi)

Dx sinh
−1 x =

1√
x2 + 1

, (18)

Dx cosh
−1 x =

1√
x2 − 1

, x ≥ 1 (19)

Dx tanh
−1 x =

1

1− x2
, −1 < x < 1 (20)

Dx sech
−1 x =

−1
x
√
1− x2

, 0 < x ≤ 1 (21)
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Contoh 7
Tentukanlah Dx cosh−1(x2 + 1).

Dengan menggunakan Aturan Rantai dan Teorema Turunan Fungsi
Hiperbola Inversi,

Dx cosh−1(x2 + 1) =
1√

(x2 + 1)2 − 1
. Dx(x

2 + 1)

=
2x√

(x2 + 1)2 − 1
.
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Latihan Mandiri .

1 Buktikanlah sinh−1 x = ln(x+
√
x2 + 1).

2 Buktikanlah Dx cosh−1 x =
1√

x2 − 1
, dengan x > 1.

3 Tentukanlah Dx ln(cosh−1 x).

4 Tentukanlah
∫
cosx sinh(sinx) dx.

5 Hitunglah luas daerah yang dibatasi kurva y = cosh 2x,
sumbu x, garis vertikal x = − ln 5 dan x = ln 5.
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Pustaka

Varberg, D., Purcell, E., Rigdon, S., Calculus, 9th ed.,
Pearson, 2006.

Catatan
Beberapa gambar dalam materi ini diambil dari pustaka di atas.
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