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FMIPA
Diberikan fungsi 1 variabel f : [a,b] — R. —
Pertama-tama, pada domain Dy dibuat partisi I’ sebagai berikut.
A x) Axy Axy Ay Axg Axg
/__Ad_v_AW._A_.\/_EA,__\/._/\h_.V—H
Partition | | | [ [ [ |
points a:lxnf J(I| i .l|'2 i XI] & J.!_| % }5 TI-"b'I:h
Sample points x Xs T X, R T
A Partition of [a, b] with Sample Points T;
Domain [a, b] dipartisi dalam beberapa subinterval, yaitu:
@ subinterval [a, x| dengan panjang Az = z1 — a,
@ subinterval [z, 9] dengan panjang Axs = z2 — 21,
© subinterval [x9, x3] dengan panjang Axs = x5 — x9, dst.
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FMIPA
Jumlahan Riemann (Riemann sum) untuk fungsi f pada partisi P ——

didefinisikan sebagai

Rp = Z f(.f'k) Axy.

k=1

Jumlahan Riemann mempunyai interpretasi sebagai jumlahan

_ dari beberapa persegi panjang.

Catatan

Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826 - 1866) merupakan
matematikawan Jerman. Kontribusinya sangat banyak di
Matematika, di antaranya integral Riemman dan geometri
Riemann. Dalam Geometri Riemann, dua garis selalu berpotongan,
tidak ada 2 garis yang sejajar.
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A Riemann sum interpreted as —_—

an algebraic sum of areas
6
IO A=A+ A+ A+ A A+ A
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@ Luas persegi panjang | : Ay = f(Z1) Az,
@ Luas persegi panjang Il : Ay = f(Z2) Awo, dst.
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A Riemann sum interpreted as -
5 an algebraic sum of areas
¥ SAE)Ax = A+ (A + (FA) + A+ A+ Ay
i=l

L : . . . -
a=x x [ i : A‘i/ Ly Xy X5
Y A3 :

© Luas persegi panjang | : A; = f(Z1) Az >0
@ Luas persegi panjang Il : Ay = |f(Z2)| Azy >0
persegi panjang |l :
—Ay = —‘f(fg” Nxoy = f(fg) Axo < 0, dst.
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Jadi jumlahan Riemann merupakan jumlahan dari _ -
(signed area) persegi panjang.

Luas bertanda persegi panjang
@ bernilai positif jika f(Z;) > 0 (persegi panjang di atas sumbu
@ bernilai negatif jika f(z;) < 0 (persegi panjang di bawah
sumbu ).
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Contoh 1

Hitunglah jumlahan Riemann Rp untuk f(z) = x dengan domain
[—4,4]. Gunakan partisi P dengan titik partisinya -4 < -2 < 0 < 2
< 4 dan titik sampel yang berkaitan 71 = —3, o = —1, 23 =1,
T4 = 3.

Rp

= Zi:1 f(@r) Axy,

= f(Z1) Az +f(Z2) Axy
+f(Z3) Axg +f(Za) Ay

= (=3)2+ (=12 + (1)2
+(3)2

= 6-2+2+6

= 0.
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Definisi 2
Misalkan fungsi f terdefinisi pada interval tutup [a,b]. Jika
|IPl|—0 ; (@)

-, maka fungsi f dikatakan terintegralkan (integrable) di

[a,b]. Lebih lanjut, f; f(x) dx, disebut integral-tentu (definite
integral/Rieman integral) f dari a hingga b, adalah

n

/ Us HPH—>0 f@:) B

=1

Catatan

dari partisi P.
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antara kurva y = f(x) dan sumbu = pada interval tutup [a, b].
Akibatnya, ff f(x) dx dapat bernilai positif atau negatif atau 0.

Sifat dasar integral-tentu.
| sz =o (1)
ab a
/ f(z)dx = —/ f(z)dx dengana>1b (2)
a b
Catatan

Perhatikan _ di atas.

JP f@yde = [0 f(s)yds = [° f(b)dt.
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Contoh 3
Contoh fungsi tak-terintegralkan.

Integral tentu

fa) = :%2 jikax #0
1 jikaz=0

Grafik fungsi f

[ 11 Pada contoh ini, fungsi f adalah
T | fungsi tak-terbatas.

/ T ‘ Jumlahan Riemannnya dapat
s dibuat makin lama makin besar.
Akibatnya, limit jumlahan
Riemannya tidak ada.
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Teorema 4 (Teorema keterintegralan/integrability theorem)

Misalkan fungsi f terbatas pada [a,b] dan kontinu pada |a,b],
kecuali di sebanyak hingga titik, maka f terintegralkan di [a,b).
Khusunya, jika f kontinu pada seluruh interval [a,b], maka f
terintegralkan di [a, b].

Contoh fungsi yang terintegralkan pada interval [a, b]:
@ fungsi polinomial
@ fungsi sinus dan kosinus

@ Fungsi rasional, dengan penyebutnya tidak bernilai nol.
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Contoh 5
Hitunglah ff2 [x] dz.

Berdasarkan Teorema
keterintegralan, fungsi [ |

v terintegralkan karena terbatas
1 e di [—2,4] dan kontinu di
T o [—2, 4], kecuali di 5 titik,
2 — yaitu x = -1, 0, 1, 2, 3.
I+ ®—O 4
R I Izl de
Gl e gl T 0 d = (-2)1+ (=1)1+0(1) +
el 1+ @)1+ )1
=—-2-1+04+1+2+43
=3.
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Teorema 6 (Sifat penjumlahan interval (internal additive

property))
Jika fungsi f terintegralkan pada interval yang memuat titik a, b

dan ¢, maka
c b c
/a (@) dmz/a f(x)dx—i—/b f(z) da

_ pada urutan a, b dan c
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Contoh 7 o
Hitunglah [, [z] dz.
f_22 [x] dz
= [%, [al dz + [ [«] dz
=[(=2)1+ (=1)1]
— * =-3+1=-2.
YL e 2, [2] dz
T =kl Pl
R in = [(=2)1+ (=11 +0(1) +

(D)1 + (2)1 + (3)1]
+[3(=1) +2(-1)]
=3—-5=-2,
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Hitunglah integral-tentu berikut (jika ada).
(1) f_22 r—2dzx

@ [*, z+2de

0 /%, |z|dz

0 /%, 3 |z|dx
@ /%, [e]?dx

0 /%, z—[a]dx

Of (x — [z])? do

15/17 Kalkulus 1 (SCMA601002) 4.2 Integral-tentu



Jumlahan Riemann
Keterintegralan fungsi

Integral tentu

Pustaka -

¥ Varberg, D., Purcell, E., Rigdon, S., Calculus, 9th ed.,
Pearson, 2006.

Catatan
Beberapa gambar dalam materi ini diambil dari pustaka di atas.
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